LA MATEMATICA

SU CONTENIDO,
METODOS
Y SIGNIFICADO






A.D. ALexksanbprov, A.N. KoLmoGoRoOVv,
M. A. LAURENTIEV y otros

LA MATEMATICA

SU CONTENIDO,
METODOS
Y SIGNIFICADO

Versién espafiola de Manuel Lépez Rodriguez, (capitulos 1 al 5),
Eduardo Abad Rius, (capitulos 6 al 13)

y Andrés Ruiz Merino, (capitulos 14 al 19)

Alianza Editorial



Titulo de la version inglesa: Mathematics: Its Content, Method, and Meaning

Primera edicién en «Alianza Universidad»: 1973
Primera edicion en esta coleccion: 2014
Tercera reimpresion: 2023

Reservados todos los derechos. El contenido de esta obra esta protegido por la Ley, que establece pe-
nas de prisiéon y/o multas, ademas de las correspondientes indemnizaciones por dafios y perjuicios,
para quienes reprodujeren, plagiaren, distribuyeren o comunicaren publicamente, en todo o en par-
te, una obra literaria, artistica o cientifica, o su transformacion, interpretacion o ejecucion artistica fija-
da en cualquier tipo de soporte o comunicada a través de cualquier medio, sin la preceptiva autorizacion.

© The Massachussets Institute of Technology

© Alianza Editorial, S. A., Madrid, 1973, 2014, 2016, 2019, 2023
Calle Valentin Beato, 21; 28037 Madrid
www.alianzaeditorial.es

PAPEL DE FIBRA
CERTIFICADA

ISBN: 978-84-206-9330-9
Depésito legal: M. 27.538-2014
Printed in Spain

SI QUIERE RECIBIR INFORMACION PERIODICA SOBRE LAS NOVEDADES DE
ALIANZA EDITORIAL, ENVIE UN CORREO ELECTRONICO A LA DIRECCION:

alianzaeditorial@anaya.es




INDICE

PROLOGO A LA EDICION RUSA . ..ottt 11
Parte 1

1. Visién general de la matemdtica
A. D. Aleksandrov

§1. Rasgos caracteristicos de la matemadtica .................... 17
§2.ATItMEICA ...t 24
§3.Geometria . ... ... e 38
§4. Aritméticay geometria ............ i 43
§5. La era de la matematicaelemental . . ....................... 56
§6. La matematica de las magnitudes variables . ................. 65
§7. La matematica CONtEMPOIdNea .. .............oveuvennen. . 79

2. Anélisis
M. A. Laurentiev y S. M. Nikolski

S§1.IntroducCion . . ...t 91
§2.Funcidn . ......... .. e 100
3. LAMILES .« . v 108
§4. Funciones continuas .............c.ouitiirenrennennnann.. 117
§5.Derivada .. ... .. ... ... 121
§6. Reglas paraladerivacién . ............ ... .. ... .. .. ..., 132



[PoclVocived)
O 00 I

§11.
§12.

§13.
§14.

INDICE

. Méaximos y minimos; estudio de la gréfica de una funcién . . ... 140
. Incremento y diferencialdeuna ......................... 150
.Férmulade Taylor .......... .. .. .. . . .. 157
Jntegral oL 163
Integrales indefinidas; técnica de integracién ............... 173
Funciones de varias variables ........................... 179
Generalizaciones del concepto de integral . .. ............... 196
SeIIeS . . it 206
Parte 2

3. Geometria analitica

B. N. Delone
§ 1. IntroducciOn . ....... .. i 225
§ 2. Los dos conceptos fundamentales de Descartes ............. 226
§ 3.Problemaselementales . ................. ... ... ... ...... 229
§ 4. Discusion de las curvas representadas por ecuaciones de primer
ysegundo grado .. ... 231
§ 5. Método de Descartes para la resolucién de las ecuaciones alge-
braicas de tercery cuartogrado . .. ... . ... 234
§ 6. Teoria general de los didmetros de Newton . ................ 237
§ 7. Elipse, hipérbolay pardbola ........... ... ... ... ... ..... 240
§ 8. Reduccion de la ecuacion general de segundo grado a forma ca-
NOMICA « o ettt ettt e e e e e e e 353
§ 9. Representacién de las fuerzas, velocidades y aceleraciones por
ternas de nimeros: teoria de vectores ..................... 260
§10. Geometria analitica del espacio; ecuaciones de una superficie y
deunacurvaenelespacio ............ ... ..., 266
§11. Transformaciones afin y ortogonal ....................... 276
§12. Teoriade losinvariantes . . .. ...ttt nnnennn.. 288
§13. Geometria proyectiva . . . ... cve ittt 293
§14. Transformacionesde Lorentz ............... ... ... .. .... 301
Conclusion . ... ... 310

4. Algebra: teoria de las ecuaciones algebraicas

B. N. Delone
§ 1.IntroducCion . ...t 315
§ 2. Solucién algebraicade unaecuaciéon ...................... 320
§ 3. El teorema fundamental del dlgebra ...................... 338
§ 4. Estudio de la distribucién de las raices de un polinomio sobre el
planocomplejo . ... ... 352
§ 5. Célculo aproximado deraices ................. ... ....... 364



INDICE

5. Ecuaciones diferenciales ordinarias
I. G. Petrovski

§
§
§

LIntroduccion . ...... ...
2. Ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes . .
3. Observaciones generales sobre la formacién y solucién de las

ecuaciones diferenciales ............. ... . .. . ..
4. Interpretacion geométrica del problema de integrar ecuaciones

diferenciales; generalizacién del problema .................
5. Existencia y unicidad de la solucién de una ecuacién diferencial;

solucién aproximada de ecuaciones . . ............. .. ..., ..
6. Puntos singulares ............ .. i
7. Teoria cualitativa de las ecuaciones diferenciales ordinarias . . . .

Parte 3

6. Ecuaciones diferenciales en derivadas parciales
S. L. Sovolev y O. A. Ladyzenskaia

1. Introduccion . ...
2. Las ecuaciones mds simples de la fisica matematica . .........
3. Problemas iniciales y de contorno; unicidad de una solucién . . .
4. Lapropagacion deondas ............ ... ...
5. Métodos de construccion de soluciones ...................
6. Soluciones generalizadas . ............. .. .. ... .. .. ... ...

7. Curvas y superficies
A. D. Aleksandrov

§
§
§
§
§

Problemas y métodos en la teoria de curvas y superficies . . . . ..
Lateorfadecurvas ..............c.iiiiiininnanan...
. Conceptos bdasicos en la teoria de superficies ...............
. Geometrfa intrinseca y deformacién de superficies . ..........
. Nuevos desarrollos en la teoria de curvas y superficies . . ... ...

1
2
3
4
5

8. El célculo de variaciones
V. I. Krilov

§
§
§

L.Introduccion . ...
2. Las ecuaciones diferenciales del calculo de variaciones ... ....
3. Métodos de resolucién aproximada de problemas en el cdlculo

de variaCiones .. ...... .t e



8 INDICE

9. Funciones de una variable compleja
M. V. Keldysch

§1. Numeros complejos y funciones de una variable compleja . . . . . . 581
§2. La conexién entre las funciones de una variable compleja y los

problemas de fisica matemdtica .......................... 597
§3. La conexion entre las funciones de variable compleja y la geome-

190 £ 609
§4. La integral de linea; férmula de Cauchy y sus corolarios . ... ... 621
§5. Propiedades de unicidad y prolongacién analitica .. ........... 636
§6.CoNCluSION . ... 644

Parte 4

10. Nimeros primos
K. K. Mardzanisvili y A. B. Postnikov

§1. El estudio de lateoriade nimeros . ................covvu... 649
§2. La investigacion de problemas relativos a niimeros primos . . ... 655
§3. Método de Chebichev . .......... ... ... . ... ... ... ....... 663
§4. Método de Vinogradov . . . ... 670
§5. Descomposicién de enteros en suma de dos cuadrados; enteros
COMPIEJOS .ottt e 679

11. La teoria de probabilidades
A. N. Kolmogorov

§1.Las leyes de laprobabilidad . . ........... ... .. ... ... .. 683
§2. Los axiomas y férmulas bésicas de la teoria elemental de probabi-

lidades .........i i 686
§3. La ley de los grandes nimeros y teoremas del limite .......... 694
§4. Observaciones adicionales sobre los conceptos basicos de la teo-

ria de probabilidades ......... ... ... ... L. 705
§5. Procesos determinados y aleatorios ........................ 713
§6. Procesos aleatorios de tipo Markov .. ...................... 720

12. Aproximacién de funciones
S. M. Nikolski

§1.IntroducCion . . ... .o 725
§2. Polinomios de interpolacién ............... .. .. ... .. .. ... 730
§3. Aproximacién de integrales definidas ...................... 738
§4. Concepto de aproximacion uniforme éptima de Chebichev ... .. 744

§5. Los polinomios de Chebichev cuya desviacién de cero es minima 748



INDICE
§6. El teorema de Weierstrass; la aproximacion 6ptima de una funcién
referida a sus propiedades de diferenciabilidad . .............. 751
§7.Seriesde Fourier ........... ... i 755
§8. Aproximacion en el sentido del cuadradomedio . ............. 763
13. Métodos de aproximacion y técnicas de cédlculo
V. I. Krilov
§1. Aproximacién y métodos numeéricos . ...................... 769
§2. Los medios auxiliares mas simples del calculo ............... 787
Parte 5
14. Teoria de funciones de una variable real
S. B. Steckin
S1.IntroducciOn ......... ... 801
§2.CoNJUNLOS . . o\ttt 803
§3. NUmMeEros reales . ...........uuiiiii .. 811
§4. Conjuntos de PUNLOS .. oo ti ittt it 818
§5. Medida de conjuntos . ...........uirininiitinii. 827
§6. Laintegral de Lebesgue ............ ... ... ... ... 833
15. Algebra lineal
D. K. Fadiev
§1. El alcance del dlgebra lineal y sus métodos . .. ............... 841
§2. Espacios lineales ............. ...t 854
§3. Sistemas de ecuaciones lineales . . ................. ... ..... 869
§4. Transformaciones lineales .............. ... ... ... ........ 884
§5. Formas cuadraticas ................ ... i, 895
§6. Funciones de matrices y algunas de sus aplicaciones .......... 903
16. Geometrias no euclidianas
A. D. Aleksandrov
§1. Historia del postulado de Euclides ........................ 910
§2. Lasolucion de Lobachevski ............................. 913
§3. La geometria de Lobachevski .............. ... ... ... .... 918
§4. El significado real de la geometria de Lobachevski ........... 928

§5. Los axiomas de la geometria; su verificacion en el presente caso . 937

§6. Separacion de las teorias geométricas independientes de la geo-
metrfaeuclidiana .......... .. .. .. . L i 945

§7. Espacios multidimensionales . . .................... ... .... 954



10

INDICE

§ 8. Generalizacién del alcance de la geometria . ................ 971

§ 9. Geometria riemanniana . .................... ... 985

§10. La geometria abstractay el espacioreal ................... 1001
Parte 6

17. Topologia

P. S. Aleksandrov

§ L.Elobjetodelatopologia .......... . ... . ..., 1017
§ 2.5uperficies . ... 1021
§ 3.Variedades . ......... .. 1027
§ 4. El método combinatorio . ...............oiuiiiiniiiinn.. 1029
§ 5. Campos vectoriales .......... .. .. .. i 1038
§ 6. Eldesarrollode latopologia .............. ... ... ....... 1044
§ 7. Espacios topol0gicos y mEtricos ... .......ouiiiniinan... 1048
18. Andlisis funcional
I. M. Gelfand
§ L. Elespacion-dimensional ............... ... ... ....... 1054
§ 2. Espado de Hilbert (Espacio infinito-dimensional) . ........... 1059
§ 3. Desarrollo mediante sistemas ortogonales de funciones . . ... .. 1065
§ 4. Ecuaciones integrales . . ............. .. ... .. 1074
§ 5. Operadores lineales y desarrollos ulteriores del andlisis funcional .. 1082
19. Grupos y otros sistemas algebraicos
A. 1. Malsev
§ L.IntroducciOn ......... ... ... ... . 1095
§ 2. Simetrias y transformaciones . ............. .. .. ... .. .. ... 1097
§ 3. Grupos de transformaciones .............. ... ... .. ..... 1107
§ 4. Grupos de Fedorov (Grupos cristalograficos) ............... 1120
§ 5.Gruposde Galois ........ ... .. ...l 1129
§ 6. Conceptos fundamentales de la teoria general de grupos ... ... 1133
§ 7. Grupos CONLINUOS . . .ottt ettt et e 1142
§ 8. Grupos fundamentales ............ .. ... ... . .. 1145
§ 9. Representaciones y caracteres de grupos . ... ............... 1153
§10. La teoria general de grupos . .............vuiiinennenon.. 1159
§11. Numeros hipercomplejos .. ........... ... .. .. .. .. ..... 1160
§12. Algebras asociativas . ... ..........ouueireii 1171
§13. Algebrasde Lie ...........c.oueiuiiuiiii 1181
SI4.ANIIOS ..o 1184
§15.Reticulos ...t 1190
§ 16. Otros sistemas algebraicos ...............c.oveievnenn.. 1192

INDICEANALITICO . . ..ottt 1195



Prélogo a la edicién rusa

Las matematicas, surgidas en la Antigiiedad por necesidades de la
vida cotidiana, se han convertido en un inmenso sistema de variadas
y extensas disciplinas. Como las demas ciencias, reflejan las leyes
del mundo que nos rodea y sirven de potente instrumento para el
conocimiento y dominio de la naturaleza. Pero el alto nivel de abs-
traccién que caracteriza a las matemaiticas trae consigo el que todas
sus ramas sean relativamente inaccesibles a los no especialistas.
Esta cualidad abstracta de las matematicas dio lugar, ya en la Anti-
giiedad, a nociones idealistas sobre su independencia respecto del
mundo material.

En la preparacion del presente volumen, la finalidad perseguida
por los autores ha sido la de familiarizar a un circulo suficientemente
amplio de la inteligentsia soviética con las diversas disciplinas mate-
maticas, su contenido y métodos, los fundamentos sobre los que
descansan y los caminos a lo largo de los cuales se han desarrollado.

El bagaje minimo de conocimientos matematicos que precisa el
lector de este libro son las matemdticas a nivel de ensefianza media,
aunque los volimenes difieren en lo que toca a la accesibilidad del
material tratado. El lector que desee iniciarse en los elementos de
las matematicas superiores puede leer con provecho algunos de los

11



12 PROLOGO A LA EDICION RUSA

primeros capitulos; sin embargo, para una completa comprension
de las partes subsiguientes le serd necesario recurrir a los corres-
pondientes libros de texto. El libro en su totalidad podra ser asimi-
lado de manera fundamental solamente por aquellos lectores que
ya tengan algun conocimiento de las aplicaciones del anilisis mate-
matico, es decir, del calculo diferencial y del célculo integral. Para
tales lectores —profesores de mateméticas, ingenieria y ciencias natu-
rales— sera particularmente importante la lectura de aquellos capi-
tulos en los que se introducen las ramas més recientes de las mate-
maticas.

Naturalmente, dentro de los limites de un solo libro no ha sido
posible agotar toda la riqueza ni siquiera de los resultados maés
fundamentales de la investigacién matematica; una cierta libertad
en la eleccién del material ha sido inevitable. Pese a ello, en lineas
generales el presente libro dara una idea de la situacidn actual de las
mateméticas, sus origenes y su probable desarrollo futuro. Por esta
razén, la obra esta pensada también hasta cierto punto para personas
ya familiarizadas con la mayoria de los temas contenidos en ella,
lo cual quizd contribuya a eliminar esa estrechez de miras que se’
descubre ocasionalmente en algunos de nuestros jovenes mateméti-
cos.

Los distintos capitulos del libro estan escritos por diversos autores
cuyos nombres se dan en el indice; no obstante, el libro en su con-
junto ha sido escrito en colaboracion. El plan general, la eleccion
del material, las sucesivas versiones de capitulos concretos, todo .o
fue sometido a discusion general, introduciendo mejoras aqui y alla
tras un animado cambio de opiniones. Matematicos de distintas
ciudades de la Unidn Soviética tuvieron la oportunidad, mediante
discusiones organizadas, de hacer numerosas y valiosas observa-
ciones concernientes a la version original del texto. Sus opiniones v
sugerencias han sido tenidas en cuenta por los autores.

Los autores de algunos capitulos también tomaron parte directa
en la redaccion de la version final de otros capitulos: la introduccion
del capitulo 2 fue escrita esencialmente por B. N. Delone, mientras
que D. K. Fadiev desempeiié un activo papel en la preparacién de
los capitulos 4 y 18. Parte del trabajo fue también realizado por
personas distintas de los autores de los diferentes capitulos: la sec-
cién 6 del capitulo 6 fue redactada por O. A. Ladyzenskaia; la
seccidn 5 del capitulo 10, por A. G. Postnikov; sobre el texto del
capitulo 5 trabajé O. A. Oleinik, y sobre el del capitulo 11,
Ju. V. Prohorov.
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Ciertas secciones de los capitulos 1, 2, 7, 16 fueron escritas por
V. A. Zalgaller. La edicion del texto final fue realizada por V. A. Zal-
galler y V. S. Videnski con la colaboracién de T.V. Rogozkinaia

vy A. P. Leonovaia.
La mayor parte de las ilustraciones fueron preparadas por

E. P. Senikin.

Moscti COMITE DE EDITORES
1956






LA MATEMATICA

SU CONTENIDO,
METODOS
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A.D. ALEKSANDROV
2. Anilisis
M. A. LAurReNTIEV Y S. M. NIKOLSKI






Capitulo 1

VISION GENERAL
DE LA MATEMATICA

Una adecuada presentacion de cualquier ciencia no puede consistir
s6lo en informacion detallada, aunque sea extensa; debe también
dar una visién propia de la naturaleza esencial de la ciencia en con-
junto. El objeto del presente capitulo es dar un cuadro general de la
naturaleza esencial de la matematica. Para ello no hay gran nece-
sidad de entrar en detalles de teorias matematicas recientes, puesto
que la matematica elemental y la historia de la ciencia ya propor-
cionan base suficiente para obtener conclusiones generales.

§ 1. Rasgos caracteristicos de la matemdtica

1. Abstracciones, demostraciones, aplicaciones

Incluso con un conocimiento superficial de la matematica, es
facil reconocer ciertos rasgos caracteristicos: su abstraccion, su pre-
cisién, su rigor légico, el irrefutable cardcter de sus conclusiones y,
finalmente, €l campo excepcionalmente amplio de sus aplicaciones.

Es facil reconocer el caricter abstracto de la matematica. Opera-
mos con nimeros abstractos sin preocuparnos de cémo relacionarlos

17



18 VISION GENERAL DE LA MATEMATICA

en cada caso a objetos concretos. En la escuela se estudia la tabla
abstracta de multiplicar, esto es, una tabla para multiplicar un
nimero abstracto por otro, no un nimero de muchachos por un ni-
mero de manzanas o un nimero de manzanas por el precio de una
manzana.

De modo similar, en geometria consideramos, por ejemplo, lineas
rectas y no hilos gruesos, llegandose al concepto de linea geométrica
por abstracciéon de todas las propiedades excepto la extensién en
una direccion. En general, el concepto de figura gecométrica es el
resultado de la abstraccion de todas las propiedades de un objeto
exceptuadas su forma espacial v dimensiones.

Abstracciones de esta clase son caracteristicas en toda la mate-
matica. Los conceptos de niimero y de figura geométrica son sélo
dos de sus primeros y méis elementales ejemplos, seguidos luego por
muchos otros, demasiado numerosos para describirlos, y que tienen
que ver con abstracciones tales como niimeros complejos, funciones,
integrales, diferenciales, funcionales, espacios n-dimensionales e
incluso espacios de infinitas dimensiones, etc. Estas abstracciones,
apoyadas unas en otras, han alcanzado tal grado de generalizacién
que pierden aparentemente toda conexién con la vida diaria, y el
hombre medio no entiende nada de ellas salvo el simple hecho de
que «todo esto es incomprensible».

La realidad, naturalmente, no es esa en absoluto. Aunque el
concepto de espacio n-dimensional es, sin duda, extremadamente
abstracto, todavia tiene un contenido completamente real, que no
es muy dificil de entender. En este libro nuestro propédsito sera el
de dar a conocer y aclarar el contenido concreto de conceptos abs-
tractos tales como los ya mencionados, de modo que el lector pueda
convencerse por si mismo de que todos ellos estin relacionados con
la vida real, tanto en su origen como en sus aplicaciones.

Pero la abstraccién no es algo exclusivo de la matemética; es
caracteristica de toda ciencia, incluso de toda actividad mental en
general. Consecuentemente, la abstraccién de los conceptos mate-
méticos no proporciona por si misma una descripcién del caricter
peculiar de la matematica.

Las abstracciones de la matematica se distinguen por tres rasgos.
En primer lugar, tratan fundamentalmente de las relaciones cuanti-
tativas y formas espaciales, abstrayéndolas de todas las demas pro-
piedades de los objetos. En segundo lugar, aparecen en una sucesién
de grados de abstraccion creciente, llegando mucho mas lejos en esta
direccién que la abstraccion en las demas ciencias., Mas tarde ilus-
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traremos estas dos cualidades en detalle, empleando como ejemplos
las nociones fundamentales de nimero y figura. Finalmente, y esto
es obvio, la matematica camo tal se mueve casi por completo en el
campo de los conceptos abstractos y sus interrelaciones. Mientras
el cientifico de la naturaleza experimenta constantemente para demos-
trar sus aseveraciones, el matemético emplea sélo razonamientos y
calculos.

Es cierto que los matematicos también hacen constante uso —como
ayuda en el descubrimiento de teoremas v métodos— de modelos
y analogias fisicas, y que recurren con frecuencia a ejemplos bien
concretos. Estos constituyen la fuente real de la teoria y un medio
de descubrir teoremas; pero ningin teorema pertenece definitivamente
a la matemadtica hasta que no ha sido rigurosamente demostrado por
un razonamiento légico. Si un geometra diese cuenta de un teorema
recientemente descubierto mediante simples modelos y se limitara a
tal demostracion, ninglin matematico admitiria que el teorema habia
sido probado. La necesidad de demostrar los teoremas es ya normal
en la geometria del bachillerato y se extiende a toda la matematica.
Podriamos medir los 4ngulos de la base de miles de tridngulos isos-
celes con extrema precision, pero ese procedimiento nunca nos daria
una demostracion matematica del teorema que dice que esos dos
angulos son iguales. La matematica pide que este resultado se deduzca
de los conceptos fundamentales de la geometria, conceptos que,
teniendo en cuenta el hecho de que la geometria de nuestros dias
estd desarrollada sobre una base rigurosa, se hallan formulados con
toda precision en los axiomas. Y asi es en todos los casos. Demostrar
un teorema significa que el matematico lo deduzca, mediante un
razonamiento logico, a partir de propiedades fundamentales de los
conceptos que aparecen en ese teorema. De este modo, no sélo
los conceptos, sino también los métodos de la matematica, son abs-
tractos y tedricos.

Los resultados de la matematica se distinguen por su alto grado
de rigor logico, y los razonamientos matematicos se desarrollan con
una minuciosidad tal que lo hagan incontestable y convincente para
todo el que lo entienda. La minuciosidad y fuerza de las demostra-
ciones matematicas son ya bien conocidas en los cursos de bachille-
rato superior. Las verdades matematicas son de hecho el prototipo
de lo completamente incontestable. Por algo se dice: «tan claro como
que dos y dos son cuatro», Aqui la relacion «dos y dos son cuatro»
se emplea como paradigma de lo irrefutable e incontestable,

Pero el rigor de la matematica no es absoluto; estd en proceso
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de continuo desarrollo; los principios de la matematica no se han
congelado de una vez para siempre sino que tienen su propia vida y
pueden incluso ser objeto de discusiones cientificas.

En tltimo término la vitalidad de la matematica se debe al hecho
de que, a pesar de su abstraccién, sus conceptos y resultados tienen
su origen, como veremos, en el mundo real y encuentran muchas y
diversas aplicaciones en otras ciencias, en ingenieria y en todoslos
aspectos practicos de la vida diaria; reconocer esto es el requisito
previo mas importante para entender la matematica.

La excepcional amplitud de sus aplicaciones es otro rasgo carac-
teristico de la matematica.

En primer lugar hacemos constante uso, en la industria y en la
vida social y privada, de los mas variados conceptos y resultados de la
matematica sin pensar en ello; por ejemplo, empleamos la aritmética
para calcular nuestros gastos o la geometria para calcular la super-
fice de un apartamento, Naturalmente, las reglas a emplear son muy
sencillas, pero deberiamos recordar que en algin periodo de la anti-
giiedad representaron los logros matematicos méas avanzados de
la época.

Segundo, la tecnologia moderna seria imposible sin la matematica.
No hay probablemente un sélo proceso técnico que pueda realizarse
sin calculos mas o menos complicados; y la matematica juega un
papel muy importante en el desarrollo de nuevas ramas de la tec-
nologia.

Finalmente, es cierto que toda ciencia, en mayor o menor grado,
hace un uso esencial de la matemética. Las «ciencias exactas», mecé-
nica, astronomia, fisica y una gran parte de la quimica, expresan sus
leyes, como todo estudiante sabe, por medio de férmulas, v utilizan
ampliamente el aparato matematico en el desarrollo de sus teorias.
El progreso de estas ciencias habria sido completamente imposible
sin la matematica. Por esta razon, las necesidades de la mecénica,
astronomia y fisica han ejercido siempre una directa y decisiva influen-
cia en el desarrollo de la matematica.

En otras ciencias la matemaética tiene un papel menor, pero tam-
bién encuentra importantes aplicaciones. Naturalmente, en el estudio
de fendmenos tan complicados como los que aparecen en biologia
y sociologia, los métodos matematicos no pueden desempefiar el
mismo papel que, por ejemplo, en la fisica. En todos los casos, pero
especialmente alli donde los fendmenos son més complicados, debe-
mos tener en cuenta que si no queremos perder el tiempo manejando
férmulas desprovistas de significado, la aplicacién de la matematica
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es util sdlo si se aplica a fendmenos concretos que ya han sido objeto
de una profunda teoria. De un modo u otro, la matematica se aplica
en casi todas las ciencias, desde la mecénica hasta la economia politica.

Recordemos algunas aplicaciones particularmente brillantes de la
matematica en las ciencias exactas y en la tecnologia.

El planeta Neptuno, uno de los mas distantes del sistema solar,
fue descubierto en el afio 1846 mediante calculos mateméaticos, Ana-
lizando ciertas irregularidades en el movimiento de Urano, los astrd-
nomos Adams y Leverrier llegaron a la conclusién de que estas irre-
gularidades eran producidas por la atraccion gravitatoria de otro
planeta. Leverrier calculd, basindose en las leyes de la mecanica, el
~ lugar exacto donde debia estar el planeta; y un observador a quien
comunicé sus resultados lo localizé con su telescopio en la posicidn
indicada por Leverrier. Este descubrimiento fue un triunfo no sélo
para la mecanica y la astronomia (y en particular para el sistema de
Copérnico), sino también para la potencia del cdlculo matematico.

Otro ejemplo, no menos impresionante, fue el descubrimiento de
las ondas electromagnéticas. Generalizando las leyes de los fenéme-
nos electromagnéticos establecidos experimentalmente, el fisico inglés
Maxwell logré expresarlas en forma de ecuaciones. A partir de estas
ecuaciones dedujo, por métodos puramente mateméticos, que las
ondas electromagnéticas podian existir y que debian propagarse con
la velocidad de la luz. A partir de este resultado propuso la teoria
electromagnética de la luz, que fue mas tarde desarrollada y pro-
fundizada en todas direcciones. Ademas, los resultados de Maxwell
llevaron a la busqueda de ondas electromagnéticas de origen pura-
mente eléctrico, obteniéndose, por ejemplo, de una carga oscilante.
Estas ondas fueron observadas experimentalmente por Hertz. Poco
después, A. S. Popov, al descubrir el modo de excitar, transmitir y
recibir oscilaciones electromagnéticas las hizo utiles para un gran
campo de aplicaciones y de ese modo puso los cimientos de toda la
radiotécnica. En el descubrimiento de la radio, ahora posesion comun
de todos, tuvieron un papel muy importante los resultados de una
deduccién puramente matematica.

Asi, partiendo de la observacién —como por ejemplo de la des-
viacién de una aguja magnética por una corriente eléctrica—, la
ciencia procede por generalizacion a una teoria de los fendmenos, a
una formulacién de las leyes y a expresiones matemadticas de ellas.
De estas leyes vienen nuevas deducciones y, finalmente, la teoria
es llevada a la practica, que a su vez proporciona nuevos y poderosos
impulsos al desarrollo de la teoria.
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Es particularmente notable que incluso las construcciones mas
abstractas de la matematica, aquellas que surgen dentro de la misma
ciencia sin motivacién inmediata de las ciencias naturales o de la
tecnologia, tienen sin embargo fructiferas aplicaciones. Por ejemplo,
los niimeros imaginarios vieron por primera vez la luz en algebra,
y durante largo tiempo su significado en el mundo real permanecio
desconocido, circunstancia indicada por su propio nombre. Pero
cuando alrededor de 1800 se les dio una interpretacion geométrica
(ver cap. 4, § 2), los nimeros imaginarios quedaron firmemente
afincados en la matematica, dando lugar a la extensa teoria de fun-
ciones de una variable compleja, es decir, de una variable de la

forma x + y 4/ — 1. Esta teoria de funciones «imaginarias» de una
variable «imaginaria» demostrd que, lejos de ser imaginaria, era un
medio muy practico de resolver problemas tecnologicos. Asi, los
resultados fundamentales de N. E. Jukovski referentes a la fuerza
ascensional del ala de un aeroplano en vuelo se demostraron por
medio de esta teoria. La misma teoria es util, por ejemplo, para
la resolucion de problemas referentes al encenagamiento del agua
de un pantano, problemas cuya importancia es obvia en el mo-
mento actual de construcciéon de enormes estaciones hidroeléctricas.

Otro ejemplo, 1gualmcntc expresivo, lo ofrece la geometria
no-euclidea?, que aparecié como culminacion de una labor de
dos mil afios, iniciada en tiempos de Euclides para demostrar el
axioma de las paralelas, un problema de interés puramente matema-
tico. N. I. Lobachevski, fundador de la nueva geometria, tuvo cuidado
en denominar a su geometria «imaginaria», puesto que no veia sen-
tido para ella en el mundo real, aunque esperaba que algin dia se
encontraria. Los resultados de su geometria se les antojaban a la
mayoria de los matematicos no sélo «imaginarios», sino incluso
inimaginables y absurdos. Sin embargo, sus ideas fueron el funda-
mento para un nuevo desarrollo de la geometria, con la aparicién de
teorias de espacios no-euclideos; y posteriormente estas mismas ideas
fueron la base de la teoria general de la relatividad, en la cual el
aparato matemditico consiste en una cierta forma de geometria
no-euclidea de un espacio de cuatro dimensiones. Asi, las construc-
ciones abstractas de la matemética, que al principio parecieron
incomprensibles, demostraron ser un poderoso instrumento para el
desarrollo de una de las mas importantes teorias de la fisica. Igual-

1 Aqui nos limitamos a dar este ejemplo sin mas exphcac:ones, para ello
el lector puede consultar el capitulo 16.
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mente, en la teoria actual de los fendmenos atémicos, en la llamada
mecénica cuantica, es esencial el uso de numerosos conceptos mate-
maticos extremadamente abstractos, como por ¢jemplo el concepto
de espacio de dimension infinita.

No hay necesidad de dar otros ejemplos, puesto que ya hemos de-
mostrado con suficiente énfasis que la matematica encuentra extensa
aplicacién en la vida diaria, en la tecnologia y en la ciencia; en las
ciencias exactas y en los problemas mas complicados de la tecnologia
encuentran aplicacién incluso aquellas teorias que nacen de la ma-
tematica misma. Esta es una de las caracteristicas peculiares de la
matematica, junto con su abstraccién y el rigor y conclusién de sus
resultados.

2. Naturaleza esencial de la matemdtica

Discutiendo estos rasgos especiales de la matematica estamos lejos
de explicar su esencia; mas bien hemos mostrado simplemente sus
signos externos. Nuestra tarea ahora es explicar la naturaleza esencial
de estos rasgos caracteristicos. Para ello, serd necesario responder,
por lo menos, a las siguientes preguntas:

.Qué reflejan estos conceptos matematicos abstractos? En otras
palabras, jcudl es el verdadero objeto de la matematica?

(Por qué los resultados abstractos de la matematica parecen tan
convincentes, y sus conceptos iniciales tan obvios? En otras palabras,
(sobre qué cimientos reposan los métodos matematicos?

(Por qué, a pesar de toda su abstraccién, encuentra la matema-
tica tan amplias aplicaciones y no se queda simplemente en un juego
fiitil de abstracciones? En otras palabras, ;como se explica el signi-
ficado de la matematica? .

Finalmente, jqué fuerzas llevan a nuevos desarrollos de la mate-
matica, permitiendo unir la abstraccion con la amplitud de sus apli-
caciones? ;Cuil es la base para su continuo crecimiento?

Resolviendo estas cuestiones formaremos un cuadro general del
contenido de la matematica, de sus métodos, de su significado y su
desarrollo; esto es, entenderemos su esencia.

Idealistas y metafisicos no sélo se ven sumidos en un mar de
confusiones al intentar responder a estas cuestiones basicas, sino
que llegan a distorsionar completamente la matemdtica, volviéndola
literalmente del revés. Asi, viendo la extrema abstraccién y fuerza
légica de los resultados matematicos, los idealistas imaginan que la
matematica brota del pensamiento puro.

En realidad, la matemética no ofrece el mas ligero soporte para
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el idealismo o la metafisica. De esto nos convenceremos cuando
intentemos resolver, en un esquema general, las cuestiones que acaba-
mos de enunciar acerca de la esencia de la matemdtica. Para una
clarificacién preliminar de estas cuestiones, es suficiente examinar
los fundamentos de la aritmética y la geometria elemental, a las cuales
dirigimos ahora nuestra atencion.

§2. Aritmética

1. EI concepto de nimero entero

El concepto de numero (por el momento hablaremos sélo de
ntiimeros enteros positivos), que tan familiar nos es hoy a nosotros,
fue elaborado muy lentamente. Esto puede verse en el modo de contar
de distintas razas que hasta tiempos muy recientes han permanecido
en un nivel relativamente primitivo de vida social. En algunas de
ellas los niimeros mayores que dos o tres no tenian ya nombre;
en otras llegaban algo mas lejos pero terminaban al cabo de pocos
numeros; para los restantes decian simplemente «muchos» o «incon-
tables». Sélo gradualmente se fueron acumulando en los pueblos
un conjunto de nombres claramente distintos para los nimeros.

Al principio estos pueblos no tenian la nocién de niimero, aunque
podian, a su manera, juzgar sobre el tamafio de una u otra coleccién
de objetos con los que se encontraban a diario. Debemos concluir que
los niimeros eran directamente percibidos por ellos como una pro-
piedad inseparable de una coleccion de objetos, una propiedad que
ellos, sin embargo, no podian claramente distinguir. Hoy dia estamos
tan acostumbrados a contar que dificilmente podemos imaginar este
estado de cosas, pero es posible entenderlo 2.

A un nivel inmediatamente superior, el niimero aparece ya como
una propiedad de una coleccion de objetos, aunque no se distingue
todavia de la coleccion en cuanto «ntmero abstracto», en cuanto
namero no relacionado con objetos concretos. Esto es obvio si
observamos los nombres que reciben algunos nimeros entre ciertos

¢ PDe hecho, toda coleccion de objetos, tanto si es un rebafio de ovejas como
un haz de lefia, existe y es inmediatamente percibida en toda su concrecién y
complejidad. Distinguir en ella propiedades y relaciones es resultado de un ané-
lisis consciente. El pensamiento primitivo no realiza todavia este analisis, sino
que considera los objetos como un todo. De modo semejante, un hombre que no
ha estudiado musica percibe una composicion musical sin distinguir en ella deta-
lles de la melodia, tonalidad, etc., mientras que un musico analiza facilmente
incluso una complicada sinfonia.
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pueblos: «mano» para cinco y «hombre completo» para veinte.
Aqui cinco se entiende no en sentido abstracto, sino simplemente en
el sentido de «tantos como los dedos de una mano»; veinte es «tantos
como los dedos de las manos y los pies de un hombre», y asi sucesiva-
mente. De un modo completamente analogo, ciertos pueblos no tenian
los conceptos de «negro», «duro» o «circular». Para decir que un
objeto es negro, lo comparaban con un cuervo, por ejemplo, y para
decir que habia cinco objetos, comparaban directamente estos objetos
con una mano. De este modo también ocurrié que se utilizaron dis-
tintos nombres para un mismo nimero de objetos distintos; ciertos
numeros para contar personas, otros para contar botes, y asi sucesi-
vamente, hasta llegar incluso a diez diferentes clases de nimeros.
Pero no se trata de numeros abstractos, sino simplemente de una
especie de «apelacion» referida sélo a una clase concreta de objetos.
Otros pueblos no tenian en general nombres para designar los nime-
ros; por ejemplo, no existia la palabra «tres», aunque podian decir
«tres hombres» o «en tres lugares», etc.

Entre nosotros mismos ocurre algo parecido: a menudo decimos
que este o aquel objeto es negro, pero pocas veces hablamos acerca
de la «negrura» en si misma, que es un concepto mas abstracto ®.

El nimero de objetos de una colecciéon dada es una propiedad
de la coleccion, pero el nimero en si, el «nlimero abstracto», es una
propiedad abstraida de la coleccion concreta y considerada simple-
mente en si misma, al igual que «negrura» o «dureza». Y lo mismo
que la negrura es una propiedad comun a todos los objetos del color
del carbdn, asi el nimero «cinco» es la propiedad comiin a todas las
colecciones que contienen objetos como dedos hay en una mano.
En este caso la igualdad de los dos niimeros se establece por simple
comparacién: tomamos un objeto de la coleccion, doblamos un dedo,
y asi hasta terminar la coleccién. En general, apareando los objetos
de dos colecciones es posible establecer, sin hacer uso para nada de
los ntimeros, si las colecciones tienen o no el mismo nimero de obje-
tos. Por ejemplo, cuando los huéspedes pasan a ocupar sus luga-

3 FEn la formacién de los conceptos referentes a propiedades de los objetos,
_tales como el color o la extension de una coleccién, es posible distinguir tres
etapas, que no se deben, naturalmente, intentar separar tajaniemenie unas de
otras, En la primera etapa la propiedad se define comparando directamente los
objetos: «como un cuervo®, «tantos como en una mano». En la segunda aparece
un adjetivo: «una piedra negra» o «cinco drboles» (el adjetivo numérico es muy
andlogo en este sentido). En la tercera etapa se abstrae la propiedad de los obje-
tos ¥y puede aparecer «como tal»; por ejemplo «negrura», o el mimero abs-
tracto «3»,
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res en la mesa, la patrona sabe inmediatamente, sin necesidad de
contar, si ha puesto o no un cubierto de menos, para lo cual basta
mirar si algin comensal ha quedado sin lugar en la mesa.

De este modo es posible dar la siguiente definicion: un niimero
(tal como «dos», «cinco», etc.) es aquella propiedad de las coleccio-
nes de objetos que es comiin a todas las colecciones cuyos objetos
pueden ponerse en correspondencia biunivoca unos con otros, y que
es diferente en aquellas colecciones para las cuales tal correspon-
dencia es imposible. Para descubrir esta propiedad y distinguirla
claramente —esto es, para formar el concepto de ntiimero y darle
un nombre: «seis», «diez», etc.— fue necesario comparar entre si
muchas colecciones de objetos. Durante generaciones y generaciones
la gente repitié la misma operaciéon millones de veces y de este modo
descubrid los nimeros y las relaciones entre ellos.

2. Relaciones entre los niimeros enteros

Las operaciones con numeros aparecen como reflejo de las rela-
ciones entre los objetos concretos. Esto se observa incluso en los
nombres de los numeros. Por e¢jemplo, entre ciertos indios america-
nos el nimero «veintiséis» se pronuncia como «encima de dos dieces
coloco un seis», que es claramente reflejo de un método concreto de
contar objetos. La adicion de niimeros corresponde a situar juntas o
unidas dos o mis colecciones, y es igualmente facil entender el signifi-
cado concreto de la sustraccién, multiplicacion y divisiéon. La multi-
plicacién en particular se debid en gran parte, como parece claro, al
habito de contar colecciones iguales: esto es, por doses, por treses, etc.

En el proceso de contar, los hombres no sélo descubrieron y asi-
milaron las relaciones entre los ntimeros, como, por ejemplo, que dos
y tres son cinco, sino que también fueron estableciendo gradualmente
ciertas leyes generales. Experimentalmente se descubrid que una suma
no depende del orden de los sumandos y que el resultado de contar
un conjunto dado de objetos no depende del orden en que se cuente,
hecho que se refleja en la identidad esencial de los nlimeros «ordinal»
y «cardinal»: primero, segundo, tercero, y uno, dos, tres. De este
modo los nimeros aparecen no como entidades separadas e indepen-
dientes, sino relacionadas unas con otras.

Algunos numeros se expresan y se escriben en términos de otros.
Asi, en inglés «veinte» denota «dos (veces) diez»; en francés ochenta es
«cuatro-veintes» (quatre vingt), noventa es «cuatro-veintes-diez»; y los
nimeros romanos VIII y IX, por ejemplo, denotan que 8 =5 + 3
yque 9 = 10— 1.
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En general, los nimeros no aparecieron como entidades separa-
das, sino como un sistema con sus relaciones mutuas y sus reglas.

El objeto de la aritmética es exactamente éste, el sistema de niime-
ros con sus relaciones mutuas y sus reglas *. Los nimeros abstractos
en si no tienen propiedades tangibles y en general se puede decir
muy poco sobre ellos. Si nos preguntamos, por ejemplo, por las pro-
piedades del ntimero seis, observamos que 6 =5+ 1, 6 =3-2,
que 6 es factor de 30, etc. Pero aqui el niimero 6 estid siempre rela-
cionado con otros nimeros; de hecho, las propiedades de un nlimero
dado consisten precisamente en sus relaciones con otros nimeros ®
Estd claro, por consiguiente, que toda operacién aritmética deter-
mina una conexiéon o relacién entre numeros. Asi, el objeto de la
aritmética son las relaciones entre ntimeros. Pero estas relaciones
son las imagenes abstractas de las relaciones cuantitativas reales
entre colecciones de objetos; asi podemos decir que la aritmética
es la ciencia de las relaciones cuantitativas reales consideradas abs-
tractamente, esto es, simplemente como relaciones. La aritmética,
como vemos, no surge del pensamiento puro, como pretenden los
idealistas, sino que es reflejo de propiedades definidas de las cosas
reales; surge de una larga experiencia prictica de muchas genera-
ciones.

3. Simbolos numéricos

A medida que la vida social se hizo mas intensa y complicada,
fueron apareciendo problemas mas complejos. No solo fue necesario
anotar el nimero de objetos de un conjunto y comunicarselo a otros
—necesidad que ya habia conducido a la formulacién del concepto
de nimero y su denominacién—, sino que llegé un momento en que
fue esencial aprender a contar colecciones cada vez mayores de ani-
males en un rebafio, de objetos para trueque, de dias anteriores a una

1 La palabra «aritmética», que, significando «arte de calcular», deriva del
adjetivo griego «aritmética», formado a partir del substantive «arithmos», que
significa «nimero». El adjetivo modifica el nombre «techne» (arte, técnica),
que aqui se sobreentiende.

5 Esto se deduce de consideraciones muy generales. Cualquier abstraccion,
eliminada su base concreta (igual que un mumero se abstrae de una coleccidn
completa de objetos), carece de sentido «en si misma»; solo existe en sus rela-
ciones con otros conceptos. Estas relaciones ya estdn implicitas en cualquier afir-
macion sobre la abstraccion, en su mds imperfecta definicion. Sin ellas la abstrac-
cién pierde todo contenido y significado, es decir, sencillamente no existe. El
contenido del concepto de niimero abstracto reside en las reglas, en las relaciones
mutuas del sistema de nimeros.



